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❢♦r♠❡❧❧❡s ❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ t❡♠♣s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡✱ q✉✐ ❛ ❞é❥à ♠♦♥tré s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✳
❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛❣❡♥❞❛
❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s s②stè♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s♦♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❡t ♣❡✉✈❡♥t
❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r♦♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧✱ ✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❡st ❞✬❛tt❛❝❤❡r à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❢✉t✉r❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✉♥ ❛❣❡♥❞❛✱ ✉♥
❛❣❡♥❞❛ ré❣✉❧❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❡♥❝♦❞é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛tr♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❊✈❡♥t✲❇✳ ❈❡
♣❛tr♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s ♣❛tr♦♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✉♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❘❈P ✭❘❡♠♦t❡ ❈♦♥t❡♥t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊
✶✸✾✹ ✭❋✐r❡✇✐r❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♥♦✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❞✬❛❣❡♥❞❛ s✉r ✉♥ s②stè♠❡
❞✐str✐❜✉é ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① s✉r ✉♥ ❝â❜❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ré✐tér❡r ❝❡
r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❝❡s ♠ê♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t
♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é ♣❛r ét❛♣❡s ❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳
❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛❜str❛✐t❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥❝rèt❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲
✺
✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ❛ ❜✐❡♥ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥❝❡♣t ✿ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ à ❧❛
✈ér❛❝✐té ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥❞❛✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♣❛tr♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳
❊t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❡ ❝❡ ♣❛tr♦♥ s✉r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❛❝❝ès ❝♦♥❝✉r❡♥ts à ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡
✈ér✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼♦❞è❧❡ ❞✉ t❡♠♣s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡s s②stè♠❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❛♣♣❡❧é❡ ❛❣❡♥❞❛ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡
♠ê♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ s✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳
■❧ s✬❛❣✐r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❊✈❡♥t✲❇✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s
♣r♦❝é❞♦♥s à ❧❡✉r ❡♥❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❊✈❡♥t✲❇✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❡t ✐♥st❛♥❝✐és ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥ s②stè♠❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ♣❛tr♦♥s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥s
❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❧❡ ♣❛tr♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ s✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳
✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r
✉♥ ét❛t q✉✐ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❢❡✉① ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ tr✐❝♦❧♦r❡ ❡st ✉♥
s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ❧❛♠♣❡s ❛❧❧✉♠é❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡♥t
❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t à q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡s ❧❛♠♣❡s s♦♥t s❡♥sé❡s s✬❛❧❧✉♠❡r ♦✉ s✬ét❡✐♥❞r❡✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❙❚❆❚❊ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙❚❆❚❊✳ ❊t ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s✱ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❘❆◆❙✱ ❛✉① tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙❚❆❚❊ ❞❡s ét❛ts ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❢❡r♦♥t ✈❛r✐❡r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✳ ❙♦✐t X ❞é♥♦t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ Xs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr ∈ ❚❘❆◆❙ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t b ❡t e




♦ù b ✭❇❡❣✐♥✮ s❡r❛✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬ét❛t ❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr ❡t e ✭❊♥❞✮ ❧✬ét❛t ❛♣rès✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❧❛
✈❛❧❡✉r ts ∈ T à ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ ❙❚❆❚❊✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ts ❡st ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é
s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬ét❛t s✳
◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t ♣r❡♥❞ s❛ ✈❛❧❡✉r✳ P♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s
♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t T ❀ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡
♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ + ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦r♠❡❧s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s N q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐
❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇✳
▲❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é♥♦t❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞✉ s②stè♠❡ ❛✉r♦♥t ♣♦✉r ❧❛❜❡❧ tic ❡t ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭s✐ tr = tic
❛❧♦rs tb < te ❡t Xb = Xe✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t q✉❡ ❝r♦îtr❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❧✐❜r❡s
❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛✐s s♦♥t ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ✭s✐ tr 6= tic ❛❧♦rs tb = te✮✳
✼
✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❯ ❚❊▼P❙
✷✳✶✳✶ ❆❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡
❙♦✐t ❆❈❚ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥s at
❙♦✐t ats(a) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ a ∈ ❆❈❚ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ ❙❚❆❚❊
❞✉ s②stè♠❡✳
◆♦t♦♥s Fs ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t s ∈ ❙❚❆❚❊ ✈ér✐✜❛♥t ✿ ✓ts ≤ x ❛✈❡❝ x ✉♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ✭x ∈ ats(a) ❡t a ∈ ACT ✮✔✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿ ✓t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
♣ré✈✉❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♦✉ ❧❡ ❢✉t✉r✔✳
❆❧♦rs at ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts s ✿ Fs ✭F ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✮✳
✷✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr 6= tic✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ ACT t❡❧❧❡ q✉❡ tb ∈ atb(a) ❛❧♦rs ❧❡
s②stè♠❡ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s at t❡❧❧❡ q✉❡ te /∈ ate(a)
✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ tb = te✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣✉✐sq✉❡ F ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✿ tb = min(atb(a))✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞✐t❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❝❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡ t❡♠♣s
③ér♦✳
✷✳✶✳✷ ❈♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ s✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
❙♦✐t P (X) ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r X✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❈♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ D
❙♦✐t Ds(P )✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t s ∈ ❙❚❆❚❊✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✉ré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P
❡st✱ ♦✉ ét❛✐t✱ ✈r❛✐✳
D ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ P♦✉r ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ i ✿ Di(P ) = 0✳
✷✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr t❡❧❧❡ q✉❡ tr 6= tic✱ s✐ ¬P (Xb) ❡t P (Xe) ♥♦✉s ❛✈♦♥s De(P ) = 0✳
✸✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ tr 6= tic ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ tic s♦♥t ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s De(P ) = Db(P ) ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s q✉❡ ✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿ P (Xb) ❡t P (Xe) ❀ P (Xb)
❡t ¬P (Xe) ❀ ¬P (Xb) ❡t ¬P (Xe)✳
✹✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tr = tic✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ tb < te✱ Xb = Xe ❡t ♥♦t♦♥s d = te− tb✳
❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s s✐ P (Xb) ❛❧♦rs De(P ) = Db(P ) + d✱ s✐♥♦♥ ¬P (v) ❡t De(P ) = Db(P )✳
✷✳✷ P❛tr♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ à ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✻❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ACT ❞✬❛❝t✐♦♥s à ♦r❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s♦✐t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
é✈è♥❡♠❡♥ts ❛✉ ❝❤♦✐①✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞ès q✉✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❛
été ❡①é❝✉té✳ ▲❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❚❘❆◆❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♥♦tr❡ ❛❣❡♥❞❛ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❇
é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ♣❛tr♦♥✳
❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ now q✉✐ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té❡
à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣r♦❣r❡ss❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧❡ s✉❣❣èr❡ now ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t
♣rés❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ts s✐ s ❡st ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s at ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ ACT ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ at(a) ❞❡ s❡s ❢✉t✉r❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s at(a) ⊆ T✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t at ∈ ACT → P(T)✳
❈❡s ✈❛❧❡✉rs s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t F ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s now ❡t
at ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✿
∀a · a ∈ ACT ∧ at(a) 6= ∅ ⇒ now ≤ min(at(a))
✷✳✷✳ P❆❚❘❖◆ ❉❊ ▲✬❆●❊◆❉❆ ❉✬❆❈❚■❖◆❙ ❊◆ ❱❆▲❊❯❘ ❆❇❙❖▲❯❊ ✾
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t✐❝ ✿ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛❞❞ ✿ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès
❛✈❡❝ min ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥tr❛✐♥✲
❞r❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞é❧❛✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❝✐✲❞❡ss✉s s✉❣❣èr❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t
❜❧♦q✉❡r ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t





❣r❞✶ ✿ n❴now ∈ T ∧ now < n❴now
❣r❞✷ ✿ ∀a·a ∈ dom(at) ∧ at(a) 6= ∅ ⇒ n❴now ≤ min(at(a))
❚❍❊◆
❛❝t✶ ✿ now := n❴now
❊◆❉
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t✐❝✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❞❡✉① ❧✐❣♥❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t now ❡t tr♦✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s x✱ y ❡t z ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♥♦♥ r❡♣rés❡♥té❡s✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t
❞❡ t✐❝ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❛♣rès✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ now s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬❛❝❝♦❧❛❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ now ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❡♥tr❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ now ❡t x✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ❜❧♦q✉❡r ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té ❧❡ t❡♠♣s
s✬é❝♦✉❧❡ t♦✉❥♦✉rs✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❢♦r❝❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✱
r❡✈✐❡♥t à ✐♥t❡r❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s s✬é❝♦✉❧❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ s✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été ré❛❧✐sé❡✳
■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r é✈è♥❡♠❡♥t t✐❝ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡
✉♥ s❛✉t ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ q✉✐ ✈❛ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♣rés❡♥t ✭❡①❝❧✉✮ ❥✉sq✉✬à ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✳ ❙✐ r✐❡♥ ♥✬❛ été ♣ré✈✉ ❞❛♥s ❧✬❛❣❡♥❞❛✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡st ❧✐❜r❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡r✳
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s







❣r❞✶ ✿ a ∈ dom(at)
❣r❞✷ ✿ now ≤ ntime
❚❍❊◆
❛❝t✶ ✿ at(a) := at(a) ∪ {ntime}
❊◆❉
✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❯ ❚❊▼P❙
❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✉s❡ ✿ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ntime✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ✭♥♦♥
r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ntime q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ❛❧♦rs ❛❞❞
❛❥♦✉t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ntime ❞❛♥s at(a)✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ ntime ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❈❡t
é✈è♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ é✈è✲
♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛❥♦✉t✱ s✉♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✮
à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳
❱✐❡♥t ❡♥✜♥ ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥





❣r❞✶ ✿ a ∈ dom(at)
❣r❞✷ ✿ now ∈ at(a)
❚❍❊◆
❛❝t✶ ✿ at(a) := at(a) \ {now}
❊◆❉
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✉s❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ✐❝✐ x✱ ♣♦✉r ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧✬❛❝t✐♦♥
q✉✐ ② ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ✈♦✐t à ❣❛✉❝❤❡ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ x q✉✐ ❛ été s✉♣♣r✐♠é❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❣❛r❞❡ ❞❡ ❛❞❞ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ a✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ now ∈ at(a) ❡t
♥♦✉s s❛✈♦♥s ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❡ now ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ at(a)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ now ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ at(a)✳
✷✳✷✳✶ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥
▲❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❞❡s
é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♣ré❝✐s✳ ❈❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s é✈è♥❡♠❡♥ts q✉✐
✈♦♥t ❛✐♥s✐ ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t add r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t s❡ ❞ér♦✉❧❡r❛
❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞é❧❛✐ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❡st ❛❥♦✉té ❞❛♥s at✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❧✬❛❞❛♣t❡r ❡t ❧❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ❛✈❡❝ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉✬✐❧ ❛❥♦✉t❡
❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬❛❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t✱ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ✈❛
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s à s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛✐✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥t ♣❛s ❛❞❞ s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t st❛t✐q✉❡s
❡t ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❝♦♥trô❧❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ s✬❛❝t✐✈❡
t♦✉t❡s ❧❡s ✶✵ ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st t❡❧ q✉❡ ran(at) ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✵✱✶✵✱✷✵✱ ✳✳✳
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t tic ❢❛✐t ❛✈❛♥❝❡r ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ now✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡♠♣s
n❴now ❡st ❝❤♦✐s✐ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ❛ss✉ré❡ s✐ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t tic ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛s ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ✿
t♦✉s ❧❡s s❛✉ts ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ t❡♠♣s s♦♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s
t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ now q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ now ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ at✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r t♦✉s ❧❡s
s❛✉ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ r❛✣♥❡r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t✐❝ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ t✐❝
♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬❛❝t✐♦♥s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ at ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s ❞♦✐t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❛✉
✷✳✷✳ P❆❚❘❖◆ ❉❊ ▲✬❆●❊◆❉❆ ❉✬❆❈❚■❖◆❙ ❊◆ ❱❆▲❊❯❘ ❆❇❙❖▲❯❊ ✶✶
❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡♠♣s now ❡st é❣❛❧ à ✉♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❛❧♦rs
❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❡t ❛✐♥s✐ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡✱
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉rr❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦❣r❡ss❡r ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛tr♦♥ q✉✐✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s
♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ at✱ ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❛❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t r❡q✉ér✐r ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❡t ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❯♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ add ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣é ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❥♦✉t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♠♣s ❛✈❡❝ ✉♥
s❡✉❧ é✈è♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐t ❡♥ r✐❡♥ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ♣❛tr♦♥✳ P♦✉r ♣♦st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts✱ ♦♥
♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✉♥✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦✉ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❞❛♥s
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ at s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ❝♦♥♥✉✳ ❙✐♥♦♥ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ❛❥♦✉t❡r ♣❛r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ s✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣s à r❛❥♦✉t❡r ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❝❡❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ré♣été ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t add✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t q✉✐ r❛✣♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✓ ❛❞❞ ✔ ❡t
✓ ✉s❡ ✔✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ♣♦st❡
❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♦✉ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é ♣❛r ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳
❯♥ ❝❛s ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t s❡ ♣♦s❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
✐♥st❛♥t✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é ♦✉ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ACT ✱ at(a) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ACT s❡
❞é❝❧❡♥❝❤❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞✬❡♥t✐tés ♣♦✉✈❛♥t é✈♦❧✉❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❣❛r❞❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t p ❞❡ P s♦✐t ❞✐st✐♥❝t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♥♦t❡r a(p)✳
✷✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ✉♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡✉r ♠✐♥✉t❡✉r ❞❡ ❧❛♠♣❡
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣❛tr♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡
❧❛♠♣❡ ❡t ❞✬✉♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡✉r q✉✐ ❝♦✉♣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❧❛♠♣❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ ✿ ACT = {off }✳ ❯♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❝t✐♦♥♥❡r ❧✬✐♥t❡rr✉♣t❡✉r ❡t ♥♦✉s
♦❜s❡r✈❡r♦♥s ❛❧♦rs ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t s✇✐t❝❤❴♦♥✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❛♣rès ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r♦♥s ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t
s✇✐t❝❤❴♦✛ q✉✐ ét❡✐♥t ❧❛ ❧❛♠♣❡✳ ❈❡s é✈è♥❡♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s at ❡t now ❞✉ ♣❛tr♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ light❴on q✉✐ r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t s✇✐t❝❤❴♦♥ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ light❴on à ✈r❛✐❡ ✭❞❛♥s
❧✬❛❝t✐♦♥ act1✮ ❡t ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ d ❞❛♥s 10± 1 ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ off ✭❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥
act2✮✳ ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t r❛✣♥❡ ❛❞❞ ❞✉ ♣❛tr♦♥✳ ▲✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ d ❛❥♦✉té❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ 9..11
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡r✐❡✳
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t s✇✐t❝❤❴♦✛ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❞♦♥❝ ✶✵ ✉♥✐tés ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡✮ ❞❡ t❡♠♣s ❛♣rès ❧❡
❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ switch❴on✳ ❊t ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t r❛✣♥❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✉s❡ ❞✉ ♣❛tr♦♥✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t t✐❝✱ q✉✐ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❛tr♦♥✳
▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ✿
✐♥✈✶ ✿ at ∈ act → P(N)
✐♥✈✷ ✿ light❴on ∈ BOOL
✐♥✈✸ ✿ light❴on = FALSE ⇔ at(off ) = ∅
✐♥✈✹ ✿ card(at(off )) ≤ 1
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t inv1 ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❀ inv2 ❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ light❴on q✉✐ ❡st ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❧❛♠♣❡✱
❇❖❖▲ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥ ❀ inv3 ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ off ❡st ✈✐❞❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❧❛♠♣❡ ❡st ét❡✐♥t❡ ❀ ❡t ❛✈❡❝ inv4 ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s
❧✬❛❣❡♥❞❛ ❞❡ off ✳
✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❯ ❚❊▼P❙
✐♥✐t =̂
❇❊●■◆
❛❝t✶ ✿ ♥♦✇ ✿❂ ✵
❛❝t✷ ✿ ❛t ✿❂ ④ ♦✛ 7→ ∅ ⑥






❣r❞✶ ✿ ❞∈ ✾.. ✶✶
❣r❞✷ ✿ ❧✐❣❤t❴♦♥❂❋❆▲❙❊
❲❍❊❘❊
❛❝t✶ ✿ ❧✐❣❤t❴♦♥ ✿❂ ❚❘❯❊




❣r❞✶ ✿ ♥♦✇ ∈ ❛t✭♦✛✮
❚❍❊◆
❛❝t✶ ✿ at(off ) := at(off ) \ {now}






❣r❞✶ ✿ ♥♦✇ < ♥❴♥♦✇
❣r❞✷ ✿∀ ❛·❛∈❞♦♠✭❛t✮ ∧ ❛t✭❛✮6= ∅⇒♥❴♥♦✇≤♠✐♥✭❛t✭❛✮✮
❚❍❊◆
❛❝t✶ ✿ ♥♦✇ ✿❂ ♥❴♥♦✇
❊◆❉
❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ➱✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠✐♥✉t❡✉r
✷✳✷✳ P❆❚❘❖◆ ❉❊ ▲✬❆●❊◆❉❆ ❉✬❆❈❚■❖◆❙ ❊◆ ❱❆▲❊❯❘ ❆❇❙❖▲❯❊ ✶✸
✷✳✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❊♥ t❛♥t q✉✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥ts ❡t ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ssé ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ s❛✐t q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛ r❡ç✉ s♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛r
✐❧ s✬❡st ♣❛ssé s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ tr❛♥s✐t❡ s✉r ❧❡ ♠é❞✐❛✳
❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❈♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❇✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♣✵✱ ❝❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♣❛❣❡ ✶✸✱ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ♥÷✉❞s










A ⊆ { a } ∧
B ⊆ { b } ∧
AB ⊆ { a } ∧
S ⊆ { a } ∧
(A 6= ∅ =⇒ AB 6= ∅)
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
A := ∅ ||
B := ∅ ||











AB = { a }
t❤❡♥




B = { b }
t❤❡♥
S := { a }
❡♥❞
❡♥❞
❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ♣✵
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡s✳
✕ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A q✉✐ ❡st ✈✐❞❡ q✉❛♥❞ a ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡♥✈♦②é s♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡t é❣❛❧❡ à {a} s✐♥♦♥✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝✬❡st ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ❧♦❝❛❧ à a q✉✐ s❡ ✓ s♦✉✈✐❡♥t ✔ s✐ ❧❡ ♥÷✉❞ ❛ ❞é❥à ❡♥✈♦②é ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ♦✉ ♣❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ S q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ∅ à {a} ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧❡
♥÷✉❞ a ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♠❡ r❡ç✉✳
✕ ❯♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ AB s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬❛✉t❡✉r ❞✉
♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é✳
✕ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ B ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ❧♦❝❛❧ à b ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❛ été r❡ç✉✳
▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ t♦✉t ❡st ♠✐s à ✈✐❞❡✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s❡✉❧ a
♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✐
a ♥✬❛ ♣❛s ❢❛✐t ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t s♦♥t ❞✉ t②♣❛❣❡ ❡①♣r✐♠❛♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✈❛ é✈♦❧✉❡r ❛✈❡❝
s❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ✿
✕ sendA ♣❡✉t s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r t❛♥t q✉❡ a ♥✬❛ ♣❛s ❞é❥à ❡♥✈♦②é ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ♥♦t❡ q✉❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❛ été
❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ❡t ♣❧❛❝❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ AB✳
✕ recB s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥ tr❛♥s✐t✱ ✐❧ r❡t✐r❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ AB ❡t
❡♥r❡❣✐str❡ q✉✬✐❧ ❛ été r❡ç✉ ♣❛r b✳
✕ quA r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ a s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ b✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t
s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t b ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ B = {b} ❡t
✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❯ ❚❊▼P❙
❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ♦❜s❡r✈é✱ S ❞❡✈✐❡♥t é❣❛❧❡ à {a}✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ a s❛✐t q✉❡ b ❛
❡✛❡❝t✉é ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é s✉r ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✱ ✐❧ ❢❛✉t
✈♦✐r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t sendA ❝♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♥÷✉❞ a ❡t recB ❧♦❝❛❧ ❛✉ ♥÷✉❞ b✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t quA ❡st
à ❝❡ ♣r♦♣♦s s♣é❝✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧ à a ❡t à b✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥❝r❡t✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ é❝r✐t ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♣✶ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ♣❛❣❡ ✶✺ q✉✐ r❛✣♥❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣♦✉r ✓ ❛♥❝r❡r ✔ ♥♦s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ♣♦✉✈♦✐r
❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❣râ❝❡ à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿ prop ❡t
st✱ ❝❡ s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧
❢❛✉t à ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣♦✉r s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❡t ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ✈❛ ❛tt❡♥❞r❡ ❧✬❡①♣é❞✐t❡✉r ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é
❧✬❡♥✈♦✐✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t prop < stm s✐♥♦♥ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❥❛♠❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛tt❡♥❞✉✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs s✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t été ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛✣♥é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ at
❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ at✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ss✐ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
✕ stm ♣♦✉r ✓ ❙❡♥❞ ❚✐♠❡ ▼❡ss❛❣❡ ✔ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧✬❤❡✉r❡ ❞✬❡①♣é❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡
✕ slp ♣♦✉r ✓ s❧❡❡♣ ✔ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❥✉sq✉✬à q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❧❡ ♥÷✉❞ a ❞♦rt ❛♣rès s♦♥
é♠✐ss✐♦♥✳
❆✈❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é❝r✐r❡✱ ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❢❛✐ts
❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❞✬❛❣❡♥❞❛✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t
tic ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❛ été ré✉t✐❧✐sé t❡❧ q✉❡❧✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t add s❡ s✉♣❡r♣♦s❡
s✉r sendA✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ add ❡st ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡t ❞❡





















(A 6= ∅ ∧ now = slp
=⇒ B = {b})
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥










A := {a}||AB := {a}||
at := at ∪ {now + prop}
∪{now + st}||
stm := now||




























❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ♣✶





∧(A 6= ∅ =⇒ stm + prop < slp)
∧(A 6= ∅ ∧ now ≥ stm + prop ∧ stm + prop /∈ at =⇒ B = {b})
∧(at 6= ∅ =⇒ now ≤ min(at))
∧at ⊆ {stm + prop, slp}
∧(A = ∅ =⇒ at = ∅)
∧(A 6= ∅ ∧ at = ∅ =⇒ now ≥ slp)
∧(A 6= ∅ ∧ at 6= ∅ =⇒ slp : at)
∧(A 6= ∅ ∧ at = {slp} =⇒ now ≥ stm + prop)
❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ■♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ♣✶
❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛tr♦♥ ✐♥st❛♥❝✐é ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✳ ◗✉❛♥t à use
✐❧ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ s✉r recB ❡t quA✳ ❊①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡tt❡ ét✉❞❡
❞❡ ❝❛s ✿
✕ sendA ✈❛ ❛❥♦✉t❡r ❞❡✉① t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬❛❣❡♥❞❛ at ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ now + prop ❡t now + st✱ ❛✈❡❝
now ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s ❡st
❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ntime ❞✉ ♣❛tr♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
✕ recB ✈❛ q✉❛♥t à ❧✉✐ ♣r♦❣r❡ss❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❥♦✉té❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r now = stm + prop ♣♦✉r q✉❡
❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♦❜s❡r✈❡r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝❡
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❇ ❞❡✈❛♥t
r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝❧♦s✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣❛tr♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❡st r❡t✐ré
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ at✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❡♥t ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡t✐ré ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t b ❝❤❛♥❣❡ s♦♥ ét❛t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳
✕ quA ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ✓ ré✈❡✐❧❧❡ ✔ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❛♣rès q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st sûr q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
❡st ❛rr✐✈é✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ q✉❛♥❞ now = slp ❛✈❡❝ slp = now + st ❡t ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛✲
❜✐t✉❞❡ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ at✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ré✉ss✐ à r❛✣♥❡r ❧❛
❣❛r❞❡ q✉✐ ét❛✐t B = {b} ❡♥ A 6= ∅ ∧ now = slp✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧♦❝❛❧✐sé ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ a✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❝♦✉✈❡rts ❧♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s t♦✉t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❝❧❛✉s❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❤é♦rè♠❡✳
✕ (A 6= ∅ ∧ stm + prop /∈ at ∧ now ≥ stm + prop ⇒ B = {b} ✿ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
q✉✐ s❡rt ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧♦❝❛❧✐s❡r quA✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❛rt✐❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡♥tr❛❧❡ à s❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ s♦✐t ♣❛rt✐✱ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s à stm+ prop✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛rr✐✈❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ stmp + prop ❛✐t été tr❛✐té❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❡st sûr q✉❡ b ❛ r❡ç✉
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ✭B = {b}✮✳
✕ (A 6= ∅ ∧ at = {slp} ⇒ now ≥ stm + prop ✿ ■❝✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❡st ré❞✉✐t à slp ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❛ ❞é♣❛ssé ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬♦♥ r❡ç♦✐t ❧❡
♠❡ss❛❣❡✳
✕ (A 6= ∅ ∧ at = ∅ ⇒ now ≥ slp ✿ ❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✱ s✐ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛ ❞é❥à été ❡♥✈♦②é
✭A 6= ∅✮ ❡t s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s à tr❛✐t❡r ✭at = ∅✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ t♦✉s
❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♦♥t été ♦❜s❡r✈és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦✉r❛♥t ❛
❞é♣❛ssé ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù a s❡ ré✈❡✐❧❧❡✳
✕ (A 6= ∅ ∧ now = slp =⇒ B = {b}) ❊♥✜♥ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞♦♥♥❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ quA✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦s ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♥❢♦rt❡r ❞❛♥s
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✈❡❝ ❞❡s
✷✳✸✳ P❆❚❘❖◆ ❉❯ ❈❖▼P❚❊❯❘ ❉❊ ❉❯❘➱❊ ✶✼
❛r❣✉♠❡♥ts t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❡t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t
✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ❣❡♥r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
❝❛❞r❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❧❡ ♣❛tr♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ♣ré♦❝❝✉♣❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉
s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ s❛✈♦✐r ❞é❥à ❛❝q✉✐s
♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
✷✳✸ P❛tr♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡
P♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r D ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés t❡❧s q✉❡❧s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❇✱ ♥♦✉s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ét❛t ❜♦♦❧é❡♥✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣rés❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛tr♦♥✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ❧❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
ét✉❞✐❡r✳





inv1 : D ∈ S → T




act1 : D := {x 7→ 0|x ∈ S}
act2 : P :∈ S → BOOL
❡♥❞
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ D ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭D ∈ S → T✮✱ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ét✉❞✐é r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❞✉ré❡
♠❡s✉ré❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ P ❡st ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✭P ∈ S →
BOOL✮✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ③ér♦ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✉ré❡s ❡t ♣❧❛❝❡ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ✈r❛✐ ♦✉ ❢❛✉① à t♦✉s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S s❡r✈✐r♦♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❧❡s
♣ré❞✐❝❛ts ét✉❞✐és✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t bt ✭❇❡❣✐♥ ❚r✉❡✮ q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé à ❝❤❛q✉❡





grd1 : x ∈ S
grd2 : P (x) = FALSE
t❤❡♥
act1 : D(x) := 0
act2 : P (x) := TRUE
❡♥❞
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t x ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r P (X) q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ✈r❛✐ à ❢❛✉①✱ ❡t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡♠❡ttr❡ à ③ér♦ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ❛ss♦❝✐é✳
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t r❡♣rés❡♥t ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿
❊✈❡♥t t✐❝ =̂




grd1 : s > 0
t❤❡♥
act1 : D : |∀x·x ∈ S ⇒ (
(P (x) = TRUE ⇒ D′(x) = D(x) + s) ∧




❉❛♥s tic ❧❡ t❡♠♣s ♣r♦❣r❡ss❡ ❞❡ s ✉♥✐tés ❡t s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r P (x) ❡st ✈r❛✐ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ✐♥❝ré♠❡♥t❡r
❞❡ s ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r D(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❉❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛tr♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❣❛r❞❡ à ✐♥sér❡r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❜t ✭❇❡❣✐♥ ❚r✉❡✮ à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P ❞❡✈✐❡♥t ✈r❛✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❛♥❞ ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡✈✐❡♥t ✈r❛✐✳ ❊t ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ r❛✣♥❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
s✉♣❡r♣♦s❡r ❜t ❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥s é✈è♥❡♠❡♥ts✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ t✐❝ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦✉r✐r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ r❛✣♥❡✳ ❊♥
❡✛❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✭❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❝♦♠♠❡
✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ♣❛tr♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ s✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❇✳
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ❞❛♥s ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❛s✳
▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐t s♦♥t ❞✉❛✉①✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❈❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ Event − B q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ♣❛tr♦♥
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❘❡♠♦t❡ ❈♦♥t❡♥t✐♦♥
Pr♦t♦❝♦❧
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ■❊❊❊ ✶✸✾✹ ❘♦♦t ❈♦♥t❡♥t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❈P✮ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❘❈P✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✽❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✐t ❞✬❛❣❡♥❞❛ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡♥ ✈❛❧❡✉rs
❛❜s♦❧✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❘❈P✳
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❋✐r❡❲✐r❡ ✭■❊❊❊ ✶✸✾✹✮ ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❝réé❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧s
❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ❛✐♥s✐ ❝♦♥st✐t✉é ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐és à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s
à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✉♥ s✇✐t❝❤✳ ▲❡ rés❡❛✉ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❧✐❜r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉❡
ré❛❧✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✳
➚ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡
❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s à ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s✱ ❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ s❡ ❝♦♥✜❣✉r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❇✉s
❘❡s❡t✮ ❡st ❧❛♥❝é❡ ❞ès q✉✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❜r❛♥❝❤és ♦✉ ❞é❜r❛♥❝❤és✱ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡
❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ✏❞✬é❧✐r❡✑ ✉♥ ❧❡❛❞❡r ✉♥✐q✉❡ q✉✐ s❡r✈✐r❛ à ré❣✉❧❡r ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❡ s✉❥❡t q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à tr♦✉✈❡r ✉♥
❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ét❛♥t ❧❡ ❧❡❛❞❡r✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡✳
▲✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✱ ❚r❡❡ ■♥❞❡♥t✐❢② Pr♦t♦❝♦❧ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡✱ s❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛r s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s✱
❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✏❢❡✉✐❧❧❡✑ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ r❡❧✐é à ✉♥ s❡✉❧ ❛✉tr❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡✱ ❞é❝✐❞❡ q✉✬✐❧
♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t tr❛♥s♠❡t s❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✈♦✐s✐♥✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥
♥÷✉❞ s♦✉♠✐s ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❡♥ ✈❛❣✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧
♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ♥÷✉❞✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ ❞é❥à été ré❛❧✐sé❡ ❬✷✱ ✸❪ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❛✐ss❡ ❞❡ ❝ôté ❧❡s ❛s♣❡❝ts
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ❬✶✵❪✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♥÷✉❞s s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❧✐❛✐s♦♥ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❢❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❘❡♠♦t❡ ❈♦♥t❡♥t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❈P✮
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞✐t ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❢❛✐t
❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r✳
✸✳✷ ❈♦♥t❡♥t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡st ❧✐é ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡
s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐ ❡t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ ❛rr✐✈❡✳
✶✾
✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❘❊▼❖❚❊ ❈❖◆❚❊◆❚■❖◆ P❘❖❚❖❈❖▲
❙✐ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡st ❞ét❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡r q✉❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳ ❈❡❝✐
❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✱ ✸❪
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ➱❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ❳ ❡t ❨ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❡♥ ✶ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ✷ s♦♥ r❡tr❛✐t✳ ❊♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ▲❡
t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❝♦✉rt ❡st ❜✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❡st ❝✳ ❊♥✜♥ ❡♥ ✸ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ré❣❧❛♥t ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳
P♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s t✐r❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣❛r♠✐
❞❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ✉♥ ❝♦✉rt ❡t ✉♥ ❧♦♥❣✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈♦②és t❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s
s♦♥t ❡♥ ❛tt❡♥t❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦✉rt ♦✉ ❧♦♥❣✱ ❧❛ ♠ê♠❡
s✐t✉❛t✐♦♥ s❡ r❡♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞ét❡❝té ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é❡✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡
❧❡s ❞❡✉① t❡♠♣s ❝❤♦✐s✐s s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❜♦✉t✐ss❡ ❡t ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ✉♥ ❧❡❛❞❡r✳ ▲❡
❧❡❛❞❡r s❡r❛ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ t✐ré ❧❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❡ t❡♠♣s s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
❧♦♥❣ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣✉✐ss❡ ✈❡♥✐r à ❜♦✉t ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ❡♥✈♦②❡r s♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡t
q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛rr✐✈❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s♦rt ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡
❧♦♥❣✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝♦♥st❛t❡r ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡t ❡st ❛✐♥s✐ ❢♦r❝é❡ à ❞❡✈❡♥✐r ❧❡❛❞❡r✳ ❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✈♦✉s
ré❢ér❡r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♣❛❣❡ ✷✵✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✈♦♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬éq✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ t✐r❛❣❡
❞❡s ❞é❧❛✐s✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♠♦❞é❧✐sé❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s✱ à ❝❡ st❛❞❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ♣❛r s✐❣♥❛✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ♥♦♥ ♣❛s ♣❛r ♣❛q✉❡ts✳
✸✳✸ Pr❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✿ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥
❈❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❣é♥ér❛❧ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✭é❧✐r❡✮ ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s N = {a, b}✳ ▲✬✉♥✐q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ leader ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧✉s✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❞✉
s②stè♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤♦✐s✐r ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ✿ leader ❡st é❣❛❧❡ à
{a} ♦✉ {b} ♦✉ ∅✳
❇✐❡♥ s✉r✱ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ leader ❡st é❣❛❧❡ à ∅✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t accept✱ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♥✬❡st é❧✉ ❀ accept ❡♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥✳ ❆♣rès
❝❡❧❛✱ ❧❛ ❣❛r❞❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❢❛✉ss❡✱ ❞✬❛✉tr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✈r♦♥t r❛✣♥❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
✸✳✹✳ ❉❊❯❳■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❈❆◆❆❯❳ ❊❚ ❆PP❆❘❊■▲❙ ✷✶
❛❝❝❡♣t =̂
❆◆❨ x ❲❍❊❘❊





❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ➱✈❡♥❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❆♣♣❛r❡✐❧s ❡t ❝❛♥❛✉①
✸✳✹ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❝❛♥❛✉① ❡t ❛♣♣❛r❡✐❧s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡✱ ♣❛r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s a ❡t b
❡t ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥
✈❡✉t ét✉❞✐❡r s✉r ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦✉rr♦♥t ❞é❥à êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s
❞é❥à q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❡♠♣♦r❡❧s✳ ▲❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✳❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❛rt❛♥t ❞❡ a ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t à b✱ ❞✬❛✉tr❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t s✉r✲
✈❡♥✐r ❛✈❛♥t✳
▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ♣r♦❣r❡ss❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ✿ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❡♥✈♦②é✱ ✉♥ ❧❡❛❞❡r
✈❛ êtr❡ é❧✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❀ s✐ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① s❡ ❝r♦✐s❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱
❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ✈♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡✉rs s✐❣♥❛✉①✳
❙♦✐t ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞✐st✐♥❝ts x ❡t y✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ✿ s♦✐t x é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡t
y ❧✬❛❝❝❡♣t❡ ❀ s♦✐t x é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡t y ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡♣r❡♥❞✳
SIGNALS s❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡♥t ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱ SIGNALS =
{IDL, PN}✳ IDL ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛✉ r❡♣♦s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ PN ✭P❛r❡♥t ◆♦t✐❢②✮ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞✉
s✐❣♥❛❧ é❧✐t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✹ ❞✐✛ér❡♥t ét❛ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ STATES✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♣♦ssé❞❡r❛ ✉♥ ét❛t à
✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é ✿ reset ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❀ sending q✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ PN ❀ sleeping
q✉❛♥❞ ✐❧ ❛tt❡♥❞ ❛✈❛♥t ❞❡ ré✲é♠❡ttr❡ ❀ accepting q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❧❡ ❧❡❛❞❡r✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ leader ❞✐s♣❛r❛ît ❡t ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✾ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ a❴state ❡t b❴state ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s ❡t tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ a❴in✱ ab✱ b❴out ❛♥❞ b❴in✱ ba✱ a❴out✳ ▲❡ ♥♦♠ ❞❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❡t ♥♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ a❴in ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥tré❡
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❛ ✈❡rs ❜✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❝❛♥❛❧ ❝❛r ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ s✐❣♥❛✉①
❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❈❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✜❧❡ ✏♣r❡♠✐❡r ❛rr✐✈é✱ ♣r❡♠✐❡r s♦rt✐✑✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ case s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛✐s ♥❡ ❥♦✉❡r❛
♣❛s ❞❡ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❞❡✮✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é♠✐ss✐♦♥
❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ PN ✳
✸✳✹✳✶ ■♥✈❛r✐❛♥t
❈♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿
a❴in, b❴in, a❴out, b❴out, ab, ba ∈ SIGNALS × SIGNALS × SIGNALS × SIGNALS ×
SIGNALS × SIGNALS
a❴state, b❴state ∈ STATES × STATES
case ∈ BOOL∧
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ leader ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✏❝♦❧❧❛❣❡✑ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
a❴state = accepting ⇔ leader = {a}
✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❘❊▼❖❚❊ ❈❖◆❚❊◆❚■❖◆ P❘❖❚❖❈❖▲
❡t
(PN ∈ {a❴in, ab, b❴out} ∧ PN ∈ {b❴in, ba, a❴out}) ⇒ leader = ∅
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜♦♦❧é❡♥ case ❡st ✈r❛✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✉♥ ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛t sending ❡t
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t sleeping✳ ▲✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t sending ét❛✐t ❥✉st❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t sleeping✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ case ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ❧✬ét❛t ♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❛ ❞é❥à ❡ss❛②é ❞❡ ré✲é♠❡ttr❡ ❡t ♣❛s ❧✬❛✉tr❡✱
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✳
✸✳✹✳✷ ➱✈è♥❡♠❡♥ts
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ q✉❛tr❡ ❣❡♥r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ✿ send✱ pass✱ accept ❡t sleep✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ a ❡t ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ b✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❞❡ a✳
✐♥✐t b= ❇❊●■◆
a❴in, b❴in, a❴out, b❴out, ab, ba :=
IDL, IDL, IDL, IDL, IDL, IDL‖











❜❴s❡♥❞ b= ✳ ✳ ✳
❛❜❴♣❛ss❴♦✉t b= ❲❍❊◆
ab 6= b❴out∧





















❜❴❛❝❝❡♣t b= ✳ ✳ ✳




(ab = b❴out ⇒ new❴ab = IDL)∧


















❜❴❛✇❛❦❡❴s❡♥❞ b= ✳ ✳ ✳










❜❴❛✇❛❦❡❴❛❝❝❡♣t b= ✳ ✳ ✳
✕ a❴send r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ PN ✳ ▲✬❛♣♣❛r❡✐❧ ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ r✐❡♥ ❡♥✈♦②é ♥✐ r❡ç✉✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ab✳
✕ ab❴pass❴out ❢❛✐t ❛✈❛♥❝❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ pass❴out ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧✲
t❛♥é❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✳
✕ a❴accept ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ PN s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ été é♠✐s q✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦té✳
✸✳✺✳ ❚❘❖■❙■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❚❊▼P❙ ❉❊ P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ✷✸
✕ a❴sleep s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ é♠❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ PN ❡t ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❧❡ r❡❝❡✈♦✐r ❛✉ss✐✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡t♦✉r♥❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❜❛s❡ IDL✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳
✕ a❴awake❴send ❡st ❧❛ ré✲é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ ❞♦✐t s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r
q✉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠✐s❡ à ③ér♦ ✭s✐❣♥❛❧ IDL✮ ❞❡ t♦✉t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳
✕ a❴awake❴accept ❡st ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❈❡t é✈è♥❡✲
♠❡♥t ❞♦✐t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❛ ❜✐❡♥ été r❡♠✐s à ③ér♦✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐
❞❛♥s ❧❛ ❣❛r❞❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛♣♣❛r❡✐❧ ❞♦✐t ❜✐❡♥ êtr❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t sending✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❧
❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ PN ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ❧❛ ❣❛r❞❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❝❛r
❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧♦❝❛❧❡s à ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ s❡✉❧✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t
❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ r❛✣♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡✳
✸✳✺ ❚r♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s✐❣♥❛❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡ t❡♠♣s s❡r❛ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ prop✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s N ♣r✐✈é ❞❡ 0✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❞é❧❛✐ prop ❡♥tr❡
❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ s❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❙♦✐t a ❡t b ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s
❞✐st✐♥❝ts✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ACT ❞✬❛❝t✐♦♥s ♥♦✉s ❛✈♦♥s a❴pass ❡t b❴pass✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
pass ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❛r❡✐❧✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ at ❞✉ ♣❛tr♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❛✈❡❝ at(a❴pass) = at❴a❴pass ❡t at(b❴pass) = at❴b❴pass✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡✉①✲s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ N ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
✸✳✺✳✶ ■♥✈❛r✐❛♥t
▲❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st (time ∈ N) ❡t (at❴a❴pass ⊆ N) ❡t (at❴b❴pass ⊆ N✮✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❣❡♥❞❛ ✿
at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass 6= ∅ ⇒ time ≤ min(at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)
❈♦♠♠❡ at❴a❴pass r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐❣♥❛❧✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ s✐❣♥❛✉① ♠❡tt❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ✭❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r time + prop ✿
∀x·(x ∈ at❴a❴pass ⇒ x ≤ time + prop)
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ at❴a❴pass ❡st ✜♥✐ ❡t s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té r❡✢èt❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛✉①
s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s
♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❝❛r ❝❡❧❛ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳
b❴in = ba ∧ ba = a❴out ⇔ at❴a❴pass = ∅
a❴in = ab ∧ ab 6= b❴out ⇔ card(at❴a❴pass) = 1
b❴in 6= ba ∧ ba 6= a❴out ⇔ card(at❴a❴pass) = 2
❯♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝❡r à é♠❡ttr❡ ❛♣rès ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ PN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ✿
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴pass ∧ y ∈ at❴b❴pass ⇒ |x − y| < prop)
❙✐ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ at❴b❴pass ❡st ❞❡ ❞❡✉①✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à prop ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❜♦r♥és ♣❛r time+prop ❡t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ pass s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ sleep✳
∀(x, y)·(x ∈ at❴b❴pass ∧ y ∈ at❴b❴pass ⇒ |x − y| < prop)
❙✐ ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ r❡ç♦✐t ❡t é♠❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ PN ❛❧♦rs ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ✈✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r à é♠❡ttr❡
❝❡ s✐❣♥❛❧ à ❝❡t ✐♥st❛♥t ✿
b❴in = PN ∧ b❴out = PN ⇒ time + prop /∈ at❴a❴pass
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t pass s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t à send ✿
time ∈ at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass ⇒ time + prop /∈ at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass
✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❘❊▼❖❚❊ ❈❖◆❚❊◆❚■❖◆ P❘❖❚❖❈❖▲
❊t ❡♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡
ab❴pass❴out ✿
ab6=b❴out ∧ time ∈ at❴b❴pass − at❴a❴pass ⇒ b❴state6=sending ∨ b❴out = IDL
✸✳✺✳✷ ➱✈è♥❡♠❡♥ts
P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ✭q✉❛♥❞ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❛❝t✐✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
ét❛t✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❣❛r❞❡ q✉✐ ❜❧♦q✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t r❡t❛r❞❡r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ✭❝♦♠♠❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉①✮ ♣❧✉tôt q✉✬❛✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s✳
P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✬✐❧ r❛✣♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❧✐❣♥❡s s❡r♦♥t ♠❛rq✉é ❞✬✉♥ ⊕ ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s✉♣♣r✐♠é❡s ❞✬✉♥ ⊖✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣❛r❞❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s ♣❛r ∧ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s ♣❛r ‖✳
✐♥✐t b= ❇❊●■◆
⊕time := 0
⊕at❴a❴pass, at❴b❴pass := ∅, ∅ ❊◆❉;
❛❴s❡♥❞ b= ❲❍❊◆
⊕time /∈ (at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)
❚❍❊◆
⊕at❴b❴pass := at❴b❴pass ∪ {time + prop}
❊◆❉;
❜❴s❡♥❞ b= ✳ ✳ ✳
❛❜❴♣❛ss❴♦✉t b= ❲❍❊◆
⊖(b❴state 6= sending ∨ b❴out 6= PN)
⊕time ∈ at❴b❴pass − at❴a❴pass
❚❍❊◆
⊕at❴b❴pass := at❴b❴pass − {time} ❊◆❉;
❜❛❴♣❛ss❴♦✉t b= ✳ ✳ ✳
♣❛ss❴♦✉t b= ❲❍❊◆
⊕time ∈ at❴a❴pass ∩ at❴b❴pass
❚❍❊◆
⊕at❴a❴pass := at❴a❴pass − {time}
⊕at❴b❴pass := at❴b❴pass − {time} ❊◆❉;
❛❴❛❝❝❡♣t b= ❲❍❊◆
⊕time /∈ (at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)
❚❍❊◆ ✳ ✳ ✳ ❊◆❉;
❜❴❛❝❝❡♣t b= ✳ ✳ ✳
❛❴s❧❡❡♣ b= ❲❍❊❘❊
⊕time /∈ (at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)
❚❍❊◆
⊕at❴b❴pass := at❴b❴pass ∪ {time + prop}
❊◆❉;
❜❴s❧❡❡♣ b= ✳ ✳ ✳
❛❴❛✇❛❦❡❴s❡♥❞ b= ❲❍❊◆
⊕time /∈ (at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)
❚❍❊◆
⊕at❴b❴pass := at❴b❴pass ∪ {time + prop}
❊◆❉;
❜❴❛✇❛❦❡❴s❡♥❞ b= . . .
❛❴❛✇❛❦❡❴❛❝❝❡♣t b= ❲❍❊◆
⊕time /∈ (at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass)∧
❚❍❊◆ . . . ❊◆❉;
❜❴❛✇❛❦❡❴❛❝❝❡♣t b= ✳ ✳ ✳
t✐❝❦❴t♦❝❦ b=
❆◆❨ tm ❲❍❊❘❊
tm ∈ N ∧ tm > time∧
((at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass) 6= ∅⇒
tm ≤ min(at❴a❴pass ∪ at❴b❴pass))∧
(a❴state 6= sending ∨ a❴out 6= PN)∧
(b❴state 6= sending ∨ b❴out 6= PN)
❚❍❊◆ time := tm ❊◆❉;
✸✳✻ ◗✉❛tr✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡
❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❛✣♥❡♠❡♥t ❡♥❧è✈❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣❛r❞❡s ❡t ❧❡s
r❡♠♣❧❛❝❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞é❧❛✐s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿
st ✭s❤♦rt t✐♠❡✮ ❡t lt ✭❧♦♥❣ t✐♠❡✮ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❡
❞ér♦✉❧❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ✿
st ≥ prop × 2
❡t
lt ≥ prop × 2 + st − 1
❖♥ ét❡♥❞ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ♣❛r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ACT ❛✈❡❝ a❴awake✱
b❴awake✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿ at❴a❴awake = at(a❴awake) ❡t at❴b❴awake =
at(b❴awake)✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s a❴sleept ❡t b❴sleept ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r
❧❡ ❞é❧❛✐ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❛r❡✐❧✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
✭❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs prop = 3✱ st = 6 ❛♥❞ lt = 11✮✳ ▲✬é❧❡❝t✐♦♥ s❡r❛ ✉♥ s✉❝❝ès s✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ q✉✐ ❛rrêt❡ s♦♥ ❛tt❡♥t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱
♣♦ssè❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉❡ s♦♥ s✐❣♥❛❧ ♣❛r✈✐❡♥♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❛♣♣❛r❡✐❧✳
✸✳✻✳ ◗❯❆❚❘■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❚❊▼P❙ ❉✬❆❚❚❊◆❚❊ ✷✺
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❚✐♠❡❧✐♥❡
✸✳✻✳✶ ■♥✈❛r✐❛♥t
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ a✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ b
s❡ ❞é❞✉✐s❛♥t ♣❛r s②♠étr✐❡✳
▲❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s at❴a❴awake ❡t at❴b❴awake s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ▲❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a❴sleept ❡t b❴sleept s♦♥t ❞❛♥s {st, lt}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❡①♣r✐♠❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ time ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ at✳
■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s at❴a❴awake s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬ét❛t ❞❡ a ❡st sleeping ✿
a❴state 6= sleeping ⇔ at❴a❴awake = ∅
a❴state = sleeping ⇔ card(at❴a❴awake) = 1
❊t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❜♦r♥é❡ ✿
∀x·(x ∈ at❴a❴awake ⇒ x ≤ time + a❴sleept)
(time ∈ at❴a❴awake ∧ a❴sleept = b❴sleept⇒
∀x·(x ∈ at❴b❴awake ⇒ x < time + prop))
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s ✿
(a❴in = PN ∧ (a❴out = PN ∨ (a❴out = IDL ∧ ba = PN))⇒
∀x·(x ∈ at❴b❴awake ⇒ time + b❴sleept − prop < x))
a❴in = PN ∧ a❴out = PN ⇒∀x·(x ∈ at❴b❴awake ⇒ time + prop < x)
case = FALSE ∧ b❴state = sending⇒
∀x·(x ∈ at❴a❴awake ⇒ time + prop < x)
(time ∈ at❴a❴awake ∧ a❴sleept 6= b❴sleept⇒
∀x·(x ∈ at❴b❴awake ⇒ time + prop ≤ x))
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r time+prop ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s at❴a❴awake s♦✉s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
ab = PN ∧ b❴out = IDL ⇒ time + prop /∈ at❴a❴awake
■❝✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❡st r❡ç✉ ❛✈❛♥t
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❧❛✐ ✿
case = FALSE ⇒∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴pass ∧ y ∈ at❴a❴awake ⇒ x < y)
a❴sleept 6= b❴sleept ⇒∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴pass ∧ y ∈ at❴a❴awake ⇒ x ≤ y)
❊t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❧❛✐ ❛ ❧✐❡✉ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✈❛♥t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ✿
(case = TRUE ∧ a❴sleept = b❴sleept⇒
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴awake ∧ y ∈ at❴a❴pass ⇒ x < y))
❆♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ a ❛ r❡♠✐s à ③ér♦ s♦♥ ❝❛♥❛❧ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❧❛✐ ✿
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴pass ∧ y ∈ at❴b❴awake ⇒ x + prop ≤ y)
❙✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t é❣❛✉①✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ✿
(a❴sleept = b❴sleept⇒
✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❘❊▼❖❚❊ ❈❖◆❚❊◆❚■❖◆ P❘❖❚❖❈❖▲
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴awake ∧ y ∈ at❴b❴awake ⇒ |x − y| < prop))
❙✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s✳ ❈❡ q✉✐
♣❡r♠❡t à ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s❡ ré❛❧✐s❡r ✿
(a❴sleept 6= b❴sleept⇒
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴awake ∧ y ∈ at❴b❴awake ⇒ prop ≤ |x − y|))
❙✐ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ at❴a❴pass ❡st ❞❡ ❞❡✉①✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ b❴sleept − prop ❡♥tr❡ ❧❛
✜♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ✿
(b❴in 6= ba ∧ ba 6= a❴out⇒
∀x·(x ∈ at❴b❴awake ⇒ min(at❴a❴pass) + b❴sleept − prop < x))
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
❞❡ a❴awake❴send ❡t a❴awake❴accept ✿
time ∈ at❴a❴awake ⇒ ab = IDL ∧ b❴out = IDL
time ∈ at❴a❴awake ∧ (a❴out = PN ∨ ba = PN) ⇒ b❴state = sending
case = FALSE ∧ time ∈ at❴a❴awake ⇒ b❴state = sleeping
✸✳✻✳✷ ➱✈è♥❡♠❡♥ts
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦♥t
♠❛rq✉é❡s ♣❛r ⊕ ❧❡s ❧✐❣♥❡s s✉♣♣r✐♠é❡s ♣❛r ⊖✳ ❙✐ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st q✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦✉ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳
❆✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ awake✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ❞❡s ❣❛r❞❡s ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s q✉✬✐❧
❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳
✐♥✐t b= ❇❊●■◆
⊕at❴a❴awake, at❴b❴awake := ∅, ∅
⊕a❴sleept, b❴sleept := st, st ❊◆❉;
❛❴s❧❡❡♣ b=
❆◆❨ ⊕sleep
❲❍❊❘❊ ⊕sleep ∈ {st, lt}
❚❍❊◆ ⊕at❴a❴awake :=
at❴a❴awake ∪ {time + sleep}















⊕at❴a❴awake := at❴a❴awake−{time} ❊◆❉;
t✐❝❦❴t♦❝❦ b= . . .
✏♠ê♠❡ ♣❛tr♦♥ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ❛t❴❛❴❛✇❛❦❡ ❡t
❛t❴❜❴❛✇❛❦❡✑
✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❡①✐st❡♥t s✉r ■❊❊❊ ✶✸✾✹ ❘♦♦t ❈♦♥t❡♥t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❈P✮✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❬✶✵❪✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ét❡♥❞ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♠é❝❛♥✐sé❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡t ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r êtr❡ ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦❞❡❧✲
❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ré❢ér❡♥❝é❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ s②♥t❤ès❡✮✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❡①♣r❡ss✐❢✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥❡r
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❞é❧❛✐
t❡♠♣s✲ré❡❧ st ❡t lt ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts tr♦✉✈és✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❡st ré♣ét✐t✐✈❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡✉r ✭✐❝✐
❇✹❋r❡❡✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✉
s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ❊t à ❝❤❛q✉❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡①♣r✐♠❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
✸✳✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ✷✼
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✭a❴sleept 6= b❴sleept✮✱ ❛❧♦rs
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬é❧❡❝t✐♦♥ ❛ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à s♦♥ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ✿
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴awake ∧ y ∈ at❴b❴awake ⇒ prop ≤ |x − y|))
▼❛✐s s✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t é❣❛✉① ✭a❴sleept = b❴sleept✮✱ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ✿
∀(x, y)·(x ∈ at❴a❴awake ∧ y ∈ at❴b❴awake ⇒ |x − y| < prop))
♦ù at❴a❴awake ❡t at❴b❴awake s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs r❡♣rés❡♥t❛♥t à q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t
❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ✈♦♥t ❛rrêt❡r ❞✬❛tt❡♥❞r❡✱ ❡t prop ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s✳
✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❘❊▼❖❚❊ ❈❖◆❚❊◆❚■❖◆ P❘❖❚❖❈❖▲
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥ ❬✾❪ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♠♦✐♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ à ✹
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠é♠♦✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧✱ ❝❡rt❛✐♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts s❡r♦♥t ✐♥t❡r❞✐ts✱ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ s②stè♠❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣❛r s♣é❝✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✐❧
♣rés❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s à s♣é❝✐❛❧✐s❡r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é✲
♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ❞✉ré❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
✹✳✷ Pr❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✿ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❡♥t✐tés✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ s❡♥s✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ✉♥❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ❧✬é❝r✐✈❛✐♥
❡t ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ ❞❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ✈❡rs ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳ ➚ t♦✉t
♠♦♠❡♥t ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
♦✉ ♥♦♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡✱
♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❝t❡✉rs✳
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ❡st ✉♥ t❤❡r♠♦♠ètr❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠❡tt❛♥t
ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡ à ❥♦✉r ❡t q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❛♣♣❛r❡✐❧ ❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✳
❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦♠♠é read✱ ❡t ✉♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♥♦♠♠é write✳
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ✈❛ ❡①✐st❡r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡✳ ▼❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢r❛î❝❤❡✉r
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ré❝❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝✐♥q é❝r✐✲
t✉r❡s s②♠❜♦❧✐sé❡s ♣❛r w1, w2, ..., w5 ❡t ❞❡ s❡♣t ❧❡❝t✉r❡s s②♠❜♦❧✐sé❡s ♣❛r r1, r2, ..., r7✳ ❙♦✐t ❉❆❚❆ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡❉❆❚❆ s❡r♦♥t ♥♦tés ✿ d1, d2, d3, ...
▲❛ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡ ♦✉ ❧✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ r3 ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✿
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡st d1 ❡t ♥♦♥ ♣❛s d2✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ r4 ❞♦✐t êtr❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t à ❥♦✉r ❡t ❧✐r❡
✷✾
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❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡













lw❴at ▲❛st ❲r✐t❡ ❆❚
rv ❘❡❛❞ ❱❛❧✉❡s
wv ❲r✐tt❡♥ ❱❛❧✉❡s
❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t t②♣❛❣❡ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ m0 ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❝r✐t✉r❡s ❛✈❡❝ ✿
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ wn ✭❲r✐t❡ ◆✉♠❜❡r✮ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ✭typ1 ✿ wn ∈ N1✮ ❀ ❡t ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ rn ✭❘❡❛❞ ◆✉♠❜❡r✮ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ✭typ2 ✿ rn ∈ N1✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
rv ✭❘❡❛❞ ❱❛❧✉❡s✮ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r rv(x) ❧✉ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ♥✉♠ér♦ x ✭typ3 ✿ rv ∈
1 .. rn→❉❆❚❆✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ wv ✭❲r✐tt❡♥ ❱❛❧✉❡s✮ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r wv(x)
é❝r✐t❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♥✉♠ér♦ x ✭typ4 ✿ wv ∈ 1 ..wn→❉❆❚❆✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s rv ❡t wv s♦♥t ❞❡s ✓tr❛❝❡s✔
q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t t♦✉t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡t é❝r✐t❡✳
▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡ttr♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❧✉❡s ❡t é❝r✐t❡s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❴at ✭❘❡❛❞ ❆❚✮ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ rv ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
r❴at(x) ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r rv(x) ♣♦✉r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ x ✭typ5 ✿
r❴at ∈ 1 .. rn → 1 .. wn✮✳ ❊t ❡♥✜♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ lw❴at ✭▲❛st ❲r✐t❡ ❆❚✮ ❞♦♥♥❡ lw❴at(x) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ x ✭typ6 ✿ lw❴at ∈ 1 .. rn → 1 .. wn✮✳
✹✳✷✳ P❘❊▼■❊❘ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❙P➱❈■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ✸✶
■◆❱❆❘■❆◆❚❙
typ1 : wn ∈ N1
typ2 : rn ∈ N1
typ3 : rv ∈ 1 .. rn →❉❆❚❆
typ4 : wv ∈ 1 .. wn →❉❆❚❆
typ5 : r❴at ∈ 1 .. rn → 1 .. wn
typ6 : lw❴at ∈ 1 .. rn → 1 .. wn
inv1 : ∀i·i ∈ 1 .. rn ⇒ r❴at(i) ≤ lw❴at(i)
inv2 : ∀i·i ∈ 1 .. rn − 1 ⇒ lw❴at(i) ≤ r❴at(i + 1)
inv3 : wn ≥ lw❴at(rn)
inv4 : rv = r❴at;wv
inv5 : wv(1) = d1
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❡❣✐♥
act1 : wn := 1
act2 : rn := 1
act3 : r❴at := {1 7→ 1}
act4 : lw❴at := {1 7→ 1}
act5 : rv := {1 7→ d1}
act6 : wv := {1 7→ d1}
❡♥❞
■♥✈❛r✐❛♥t ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ✭❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ typ1...typ6 s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥
❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ lw❴at(i) − r❴at(i) ♥♦♥ ♥✉❧ ✭inv1 ✿ ∀i· i ∈ 1 .. rn
⇒r❴at(i) ≤ lw❴at(i)✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ r3 à ♣♦✉r ♥✉♠ér♦ i = 3 ❛✈❡❝
lw❴at(3) = 2 ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♠❛✐s r❴at(3) = 1 ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧✉✳ ▼❛✐s ♥♦✉s
s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❢r❛î❝❤❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❧❡❝t✉r❡ ❞✬❛✈❛♥t ✭inv2 ✿ ∀i· i ∈ 1 .. rn − 1 ⇒lw❴at(i) ≤ r❴at(i + 1)✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡
♥✉♠ér♦ wn ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡t ✐❝✐ s❛♥s ❧✐♠✐t❡✱ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡
à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡ rn ✭inv3 ✿ wn ≥ lw❴at(rn)✮✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥
♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧❡❝t✉r❡s ✭❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✉❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ♦♥t été é❝r✐t❡ ♠❛✐s ❞é❝❛❧é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s r❴at ✭inv4 ✿ rv = r❴at;wv✮✳ ❊♥✲
✜♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥✬❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ ♣♦✉r s❡ r❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭inv5 ✿
wv(1) = d1✮✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿ ▼❡ttr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ act1 : wn := 1 ❡t act2 :
rn := 1 ❀ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ act3 : r❴at := {1 7→ 1} ❡t act4 :
lw❴at := {1 7→ 1} ❀ ❊t ♣♦s❡r✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t à d1✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧é❡ ❛✈❡❝ act5 :





grd1 : ri ∈ lw❴at(rn) .. wn
t❤❡♥
act1 : rn := rn + 1
✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙■▼P❙❖◆
act2 : r❴at(rn + 1) := ri
act3 : lw❴at(rn + 1) := wn






grd1 : d ∈ ❉❆❚❆
t❤❡♥
act1 : wn := wn + 1
act2 : wv(wn + 1) := d
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t read ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t read r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ read ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧♦❝❛❧❡ ri ✭❘❡❛❞ ■♥❞❡①✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝r✐t❡s wv✳
●❛r❞❡ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❣❛r❞❡ grd1 : ri ∈ lw❴at(rn) ..
wn q✉✐ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✉❡s ❡t é❝r✐t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t✱ é✈✐❞❡♠❡♥t✱
q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧✉ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à wn✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ é❝r✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❛ ❜✐❡♥ ♣r♦❣r❡ss❡r ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ▼❛✐s ✐❧ s❡ ♣❡✉t
q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✉❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❡✉ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡✳
❆❝t✐♦♥ ▲✬❛❝t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t read ❡st s❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ✿ ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ act1 : rn := rn+1 ❀ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡❧ ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❧✉ act2 : r❴at(rn+1) := ri ❀
❞❡ ♥♦t❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡ act3 : lw❴at(rn + 1) := wn ❀ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✉❡s act4 : rv(rn + 1) := wv(ri)✳
➱✈è♥❡♠❡♥t write ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t write r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r d ✭s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✮ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ grd1 : d ∈ ❉❆❚❆ ❡t
❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ r❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs é❝r✐t❡s act2 : wv(wn+1) := d t♦✉t ❡♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡s act1 : wn := wn + 1✳
✹✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡





lw❴at❴lr ▲❛st ❲r✐t❡ ❆❚ ▲❛st ❘❡❛❞
■◆❱❆❘■❆◆❚❙
typ1 : rr ∈ ❉❆❚❆
typ2 : lw❴at❴lr ∈ 1 .. wn
inv1 : rv(rn) = rr
inv2 : lw❴at❴lr = lw❴at(rn)
✹✳✸✳ ❉❊❯❳■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✸✸
❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t t②♣❛❣❡ P❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ m0 ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣❛r❞❡r wn ❡twv✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s rn✱
r❴at✱ lw❴at ❡t rv ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s rr ✭❘❡❛❞ ❘❡s✉❧t✮ ❡t lw❴at❴lr ✭▲❛st
❲r✐t❡ ❆❚ ▲❛st ❘❡❛❞✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ rr r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡ typ1 : rr ∈ ❉❆❚❆✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ lw❴at❴lr r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡
typ2 : lw❴at❴lr ∈ 1 .. wn✳
■♥✈❛r✐❛♥t P♦✉r r❛✣♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❧ ❢❛✉t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ❞✐s♣❛r✉❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✈❡❝ inv1 :
rv(rn) = rr ❡t inv2 : lw❴at❴lr = lw❴at(rn)✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❡❣✐♥
act1 : wn := 1
act2 : wv := {1 7→ d1}
act3 : rr := d1
act4 : lw❴at❴lr := 1
❡♥❞
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❛✈❡❝ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡s
à act1 : wn := 1 ❀ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r d1 ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❝r✐t❡s act2 : wv := {1 7→ d1} ❀ ♦♥






grd1 : ri ∈ lw❴at❴lr .. wn
t❤❡♥
act1 : lw❴at❴lr := wn







grd1 : d ∈ ❉❆❚❆
t❤❡♥
act1 : wn := wn + 1
act2 : wv(wn + 1) := d
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t read ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t r❛✣♥❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ■❧ ❣❛r❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ri✳ ▲❛ ❣❛r❞❡ ❞❡✈✐❡♥t grd1 : ri ∈ lw❴at❴lr .. wn✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ✿ ❝❡❧❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥❞✐❝❡ é❝r✐t à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à ❞❡✈✐❡♥t act1 : lw❴at❴lr := wn ❡t ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t act2 : rr := wv(ri)✳
➱✈è♥❡♠❡♥t write ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳
✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙■▼P❙❖◆
✹✳✹ ❚r♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❈❡ ♠♦❞è❧❡ m2 q✉✐ r❛✣♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ m1 r❡♣❧❛❝❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ♦✉ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡
♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ✿ ✉♥ ♣♦✉r ❧❡
❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❛r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r










typ1 : mem ∈ 0 .. 1 → N
typ2 : latest ∈ 0 .. 1
typ3 : reading ∈ P(0 .. 1)
typ4 : writing ∈ P(0 .. 1)
inv1 : reading ∩ writing = ∅
inv2 : latest /∈ writing
inv3 : mem(latest) = wn
inv4 : mem(1 − latest) = wn − 1
inv5 : ∀x, y ·x ∈ reading ∧ y ∈ reading ⇒ x = y
inv6 : ∀x, y ·x ∈ writing ∧ y ∈ writing ⇒ x = y
inv7 : reading 6= ∅ ∧ latest /∈ reading ⇒ lw❴at❴lr ≤ wn − 1
inv8 : wn = 1 ⇒ latest = 1 ∧ reading ⊆ {1}
❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t t②♣❛❣❡ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ lw❴at❴lr ❞✐s♣❛r❛✐t ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s wn✱ wv ❡t
rr✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ mem q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❡♥r❡❣✐stré❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ typ1 : mem ∈ 0..1→N ❀ latest q✉✐ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r é❝r✐t❡ typ2 : latest ∈ 0 .. 1 ❀ reading q✉✐ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ typ3 : reading ∈ P(0 .. 1) ❀ writing ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❡♥ ❝♦✉rs typ4 : writing ∈ P(0 .. 1)✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♣❛❣❡ ✸✵ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡
s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❞✉ ❤❛✉t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ w ✜❣✉r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
writing✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❧t❡r♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ r❡♣♦s ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❛❧t❡r♥❡
❛✉ss✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts é❝r✐ts✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ latest ✜❣✉r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ❡t ❛ ❝❤❛q✉❡
✜♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡❧❧❡ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ r r❡♣rés❡♥t❡ ❡❧❧❡ reading✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧✉ ❡st é❣❛❧❡
à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ latest ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦❧♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡
q✉❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❢r❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❧✐r❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t q✉✬✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❛❝❝♦❧❛❞❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sés à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
■♥✈❛r✐❛♥ts ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ❛✉t♦r✐sé ❞❡ ❧✐r❡ ❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r
❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ✿ inv1 : reading ∩ writing = ∅✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♥✬é❝r❛s❡ ♣❛s
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r q✉✬✐❧ ❛ é❝r✐t❡ ✿ inv2 : latest /∈ writing✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ✈❛ ❛❧t❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ inv3 : mem(latest) = wn ❡t inv4 : mem(1 − latest) =
wn− 1✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ é❝r✐✈❛✐♥ ❡t q✉✬✉♥ ❧❡❝t❡✉r ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ♦✉
✹✳✹✳ ❚❘❖■❙■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉❊ ▲✬■▼P▲➱▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✸✺
é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✳ P♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s é✈✐t♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✉✈❡✉r ✉t✐❧✐sé✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿ inv5 : ∀x, y ·x ∈ reading ∧ y ∈
reading ⇒ x = y ❡t inv6 : ∀x, y ·x ∈ writing ∧ y ∈ writing ⇒ x = y✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t q✉✬✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs
❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡ ♠♦✐♥s ✉♥ ✿ inv7 : reading 6= ∅ ∧ latest /∈ reading ⇒ lw❴at❴lr ≤ wn − 1✳
❊♥✜♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé inv8 :
wn = 1 ⇒ latest = 1 ∧ reading ⊆ {1}✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❡❣✐♥
act1 : wn := 1
act2 : wv := {1 7→ d1}
act3 : rr := d1
act4 : latest := 1
act5 : reading := ∅
act6 : writing := ∅
act7 : mem := {0 7→ 0, 1 7→ 1}
❡♥❞
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ✭act1 : wn := 1✱
act2 : wv := {1 7→ d1} ❡t act3 : rr := d1✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❧❛❝❡✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ à ❛✈♦✐r été é❝r✐t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r act4 : latest := 1✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦✉rs ✿ act5 : reading := ∅ ❡t act6 : writing := ∅✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡
à wn ❡t wn − 1 ✿ act7 : mem := {0 7→ 0, 1 7→ 1}✳
❊✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴r❡❛❞ =̂
✇❤❡♥
grd1 : reading = ∅
t❤❡♥








grd1 : x ∈ reading
grd2 : ri = mem(x)
t❤❡♥
act1 : reading := ∅
act2 : rr := wv(ri)
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴read ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ é✈è♥❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
●❛r❞❡ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ s✐ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ❡♥ tr❛✐♥
❞❡ ❧✐r❡ ✿ grd1 : reading = ∅✳
✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙■▼P❙❖◆
❆❝t✐♦♥ P♦✉r ❧✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ❛
été é❝r✐t ❡t ❞❡ ❧❡ ❧✐r❡ ✿ act1 : reading := {latest}✳
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴read ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t r❛✣♥❡ read✱ ✐❧ ❡st ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❤ér✐t❡ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡
r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ read✱ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ri
❞❡ ❧✬❛❜str❛✐t ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❝♦✉rs
❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳
●❛r❞❡ ▲❡s ❣❛r❞❡s s♦♥t ❞♦♥❝ grd1 : x ∈ reading✱ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
reading s♦✐t ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❡t grd2 : ri = mem(x)✱ q✉✐ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ri à ❝❡❧✉✐ st♦❝❦é ❞❛♥s ❧❛
♠é♠♦✐r❡ à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳
❆❝t✐♦♥ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ act1 : reading := ∅ ❡t ré❛❧✐s❡
❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ré❡♥r❡❣✐str❛♥t ❧❛ viè♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s é❝r✐t✉r❡s wv ❞❛♥s rr ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥
act2 : rr := wv(ri)✳
❊✈❡♥t ❜❡❣✐♥❴✇r✐t❡ =̂
✇❤❡♥
grd1 : writing = ∅
grd2 : reading 6= ∅ ⇒ latest ∈ reading
t❤❡♥








grd1 : d ∈ ❉❆❚❆
grd2 : x ∈ writing
t❤❡♥
act1 : wn := wn + 1
act2 : wv(wn + 1) := d
act3 : writing := ∅
act4 : mem(x) := mem(latest) + 1
act5 : latest := x
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴write ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ é✈è♥❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳
●❛r❞❡ ■❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞é❥à ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs grd1 : writing = ∅✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❙✐♠♣s♦♥ à ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ré❞✉✐t❡✳
P♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ✐❧ ❢❛✉t✱ s✐ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡st ❞é❥à ❡♥ ❝♦✉rs✱ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞é❥à ré❛❧✐sé ✉♥❡
é❝r✐t✉r❡ ❞❡♣✉✐s✳ ◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❛ ❣❛r❞❡ grd2 : reading 6= ∅⇒ latest ∈ reading✳
❆❝t✐♦♥s ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝❧❛r❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♣❛r act1 :
writing := {1 − latest}✳ ▲✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❝❤♦✐s✐t 1 − latest ❡st✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡s✱
❝❡❧✉✐ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s latest✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛❧t❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
✹✳✺✳ ◗❯❆❚❘■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❉❯ ❇❯❋❋❊❘ ❊❚ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ✸✼
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴write ❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t r❛✣♥❡ write ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡ d ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st
❛❥♦✉té❡✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬é❝r✐t✉r❡✳
●❛r❞❡ ▲❛ ❣❛r❞❡ grd1 : d ∈ ❉❆❚❆ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t✳ ◗✉❛♥❞ à ❧❛ ❣❛r❞❡ grd2 :
x ∈ writing✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r x à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳
❆❝t✐♦♥ ▲❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s act1 : wn := wn+1 ❡t act2 : wv(wn+1) := d ét❛✐❡♥t ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❛❜str❛✐ts✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ act3 : writing := ∅ ❞é❝❧❛r❡ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥
act4 : mem(x) := mem(latest) + 1 ❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧
✐♥❞✐❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t wn + 1✳ ❊♥✜♥ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡❧ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
♠é♠♦✐r❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s à ❥♦✉r ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ act5 : latest := x✳
✹✳✺ ◗✉❛tr✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✉✛❡r ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t
❉❛♥s ❝❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ m2✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝r✐t❡s
♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s✳ ▲❛ ❝❧é ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s é❝r✐r❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡ ♣❡♥❞❛♥t
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧❡❝t✉r❡✱ ❝❡❧❛ ♣r♦✈♦q✉❡r❛✐t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ à ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✐♥❞és✐r❛❜❧❡✳ P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣t❡r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ s✬❛❝t✐✈❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡
❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝♦♠♣t❡✉r✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ buf ✱ ❞❡ t②♣❡ typ1 : buf ∈ 0 .. 1 →❉❆❚❆✱ ♣♦✉r
❧❡ ❜✉✛❡r ❡t count✱ ❞❡ t②♣❡ typ2 : count ∈ N✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ buf ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡










typ1 : buf ∈ 0 .. 1 →❉❆❚❆
typ2 : count ∈ N
inv1 : reading 6= ∅ ⇒ count ≤ 2
inv2 : reading 6= ∅ ∧ writing 6= ∅ ⇒ count ≤ 1
inv3 : reading 6= ∅ ∧ count = 0 ⇒ latest ∈ reading
inv4 : wn 6= 1 ⇒ (∀x·x ∈ 0 .. 1 ⇒ wv(mem(x)) = buf(x))
inv5 : wn = 1 ⇒ buf = {0 7→ d1, 1 7→ d1}
■♥✈❛r✐❛♥t ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ s❡ s♦✐t ❛❝t✐✈é ❞❡✉① ❢♦✐s ❛✉ ♣❧✉s ✭❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✮ s✐
✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs inv1 : reading 6= ∅⇒ count ≤ 2✳ ❊t s✐ ❡♥ ♣❧✉s ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ❡st ❛❝t✐❢ ❛❧♦rs
❝✬❡st ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ inv2 : reading 6= ∅ ∧ writing 6= ∅⇒ count ≤ 1✳ ❖♥ s❛✐t ❣râ❝❡ à
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t inv3 : reading 6= ∅∧count = 0⇒ latest ∈ reading q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❡t q✉❡
❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♥❡ s❛✐t ❥❛♠❛✐s ❛❝t✐✈é ❞❡♣✉✐s ❛❧♦rs ♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❧✐r❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡
❧❡ ♣❧✉s à ❥♦✉r✳ ❙❛✉❢ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❝r✐t✉r❡✱ ❧❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝r✐t❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ✐♥❞✐❝❡s st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✿ inv4 : wn 6= 1⇒ (∀x·x ∈ 0 .. 1⇒ wv(mem(x)) = buf(x))✳ ❊t
t❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❧❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r d1 ❞❛♥s s❡s ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✿
inv5 : wn = 1⇒ buf = {0 7→ d1, 1 7→ d1}✳
❚♦✉s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts r❛✣♥❡♥t ❧❡✉r é✈è♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳
✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙■▼P❙❖◆
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❡❣✐♥
act1 : rr := d1
act2 : latest := 1
act3 : reading := ∅
act4 : writing := ∅
act5 : buf := {0 7→ d1, 1 7→ d1}
act6 : count := 0
❡♥❞
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s act1 : rr := d1✱ act2 : latest := 1✱ act3 : reading := ∅ ❡t act4 :
writing := ∅ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❜✉✛❡r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r d1 ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ act5 : buf := {0 7→ d1, 1 7→ d1} ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r à




grd1 : reading = ∅
t❤❡♥
act1 : reading := {latest}







grd1 : x ∈ reading
✇✐t❤
ri : ri = mem(x)
t❤❡♥
act1 : reading := ∅
act2 : rr := buf(x)
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴read ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ é✈è♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ act2 : count := 0 q✉✐
ré✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴read ▲✬❛❝t✐♦♥ ✷ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ s✬é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t act2 : rr := buf(x)✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ri ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❡t ❞✐s♣❛r❛✐t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛




grd1 : writing = ∅
grd2 : reading 6= ∅ ⇒ count = 0
✹✳✻✳ ❈■◆◗❯■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ ❚❊▼P❙✲❘➱❊▲ ✸✾
t❤❡♥
act1 : writing := {1 − latest}








grd1 : d ∈ ❉❆❚❆
grd2 : x ∈ writing
t❤❡♥
act1 : latest := x
act2 : writing := ∅
act3 : buf(x) := d
act4 : count := count + 1
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴write ▲✬❛❝t✐♦♥ act2 : count := count + 1 ❡st r❛❥♦✉té ♣♦✉r ❝♦♠♣t❡r q✉❡
❧✬é❝r✐✈❛✐♥ s✬❡st ❛❝t✐✈é ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❊t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣❛r❞❡ ♣❛r grd2 : reading 6=
∅ ⇒ count = 0 à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ grd2 : reading 6= ∅⇒ latest ∈ reading✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣❛r❞❡ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛❝t✐✈❡r ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t q✉✬à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❡✉ ❛✉❝✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞é❥à ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦♥ ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❣❛r❞❡✳
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴write ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❛ ❣❛r❞❡ ❞❡ ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❛❝t✐♦♥s act1 : latest := x ❡t act2 : writing := ∅✳ ▲❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❛❝t✐♦♥s act3✱ act4 ❡t act5 s♦♥t
r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r act3 : buf(x) := d q✉✐ é❝r✐t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉✛❡r✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ act4 : count := count+1 ♣♦✉r ✐♥❝ré♠❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r✳
✹✳✻ ❈✐♥q✉✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❉❛♥s ❝❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✜✲
♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s sûr❡tés ✭❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
m3✮ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡t ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♠✐t❡♥t
❧✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡t ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ êtr❡ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t s✉rt♦✉t q✉❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳
❈❖◆❙❚❆◆❚❙
minbw ▼✐♥ ❇❡t✇❡❡♥ ❲r✐t❡
❆❳■❖▼❙
axm1 : minbw ∈ N
axm2 : minbw ≥ 2
✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ➱❚❯❉❊ ❉❊ ❈❆❙ ✿ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊ ❉❊ ❙■▼P❙❖◆
❈♦♥st❛♥t❡ ❙♦✐t minbw ✭▼✐♥ ❇❡t✇❡❡♥ ❲r✐t❡✮ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝
❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡ axm1 : minbw ∈ N ❡t axm2 : minbw ≥ 2✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈❛ s❡r✈✐r ❡♥ t❛♥t q✉❡
❞✉ré❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞✬é❝r✐t✉r❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ 2 s✉r minbw ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝❛r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧❡❝t✉r❡ s❡r❛ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞✉ré❡








cnr ❈♦✉♥t ◆♦♥ ❘❡❛❞
cw ❈♦✉♥t ❲r✐t❡
cnw ❈♦✉♥t ◆♦♥ ❲r✐t❡
■◆❱❆❘■❆◆❚❙
typ1 : cr ∈ N
typ2 : cnr ∈ N
typ3 : cw ∈ N
typ4 : cnw ∈ N
inv1 : cr < minbw
inv2 : writing 6= ∅ ⇒ cnw ≥ minbw
inv3 : cnw ≥ minbw ∧ reading 6= ∅ ∧ writing = ∅ ⇒ count = 0
inv4 : writing = ∅ ∧ reading 6= ∅ ∧ cnw > cr ⇒ count = 0
❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t t②♣❛❣❡ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ count ❞✐s♣❛r❛✐t✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛✐t ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡t ❧✬é❝r✐✈❛✐♥✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛✣♥❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ count ♣❛r q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥
♣ré❞✐❝❛t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ cr ✭❈♦✉♥t ❘❡❛❞✮ ❝♦♠♣t❡r❛ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉
♣ré❞✐❝❛t reading 6= ∅✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✓✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✔✱ t❛♥❞✐s q✉❡ cnr ✭❈♦✉♥t ◆♦♥ ❘❡❛❞✮
❝♦♠♣t❡r❛ reading = ∅✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✓✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✔✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬é❝r✐t✉r❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ cw ✭❈♦✉♥t ❲r✐t❡✮ ❝♦♠♣t❡r❛ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t writing 6= ∅✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✓✐❧
② ❛ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✔✱ t❛♥❞✐s q✉❡ cnw ✭❈♦✉♥t ◆♦♥ ❲r✐t❡✮ ❝♦♠♣t❡r❛ writing = ∅✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✓✐❧ ♥✬② ❛ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✔✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à N✳
■♥✈❛r✐❛♥t ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ à r❡s♣❡❝t❡r ❡st ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ♥♦✉s
♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t inv1 : cr < minbw✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡
s②stè♠❡ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬é❝r✐r❡✱ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ❛ ♣❛ssé ❛✉ ♠♦✐♥s minbw ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s à ♥❡ ♣❛s é❝r✐r❡✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t inv2 : writing 6= ∅ ⇒ cnw ≥ minbw✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à minbw✱ s✐ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ♠❛✐s ♣❛s ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡t q✉❡ ❝❡❧❛ ❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s
minbw à ♥❡ ♣❛s é❝r✐r❡ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ❡✉ ❛✉❝✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❈❡ q✉✐
s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t inv3 : cnw ≥ minbw ∧ reading 6= ∅ ∧ writing = ∅ ⇒ count = 0✳ ❉❡
♠ê♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡✉ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦✉rs✱ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à ♥❡
♣❛s ❧✐r❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ✿ inv4 : writing = ∅∧ reading 6= ∅∧ cnw >
cr ⇒ count = 0✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♣❛❣❡ ✸✵ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✹ ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ❞✉ré❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐sé❡ ♣❛r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ✭cw✱ cnw✱ cr ❡t cnr✮ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❝❝♦❧❛❞❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❞✉ré❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❛♥♥♦té❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r✳
✹✳✻✳ ❈■◆◗❯■➮▼❊ ▼❖❉➮▲❊ ✿ ❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ ❚❊▼P❙✲❘➱❊▲ ✹✶
❊♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ r ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧❡❝t✉r❡✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❛✉ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✉t✐❧✐sé❡s ✐❝✐✳ ▲❡ ♣✐r❡ ♠♦♠❡♥t ♣♦✉r
❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡st ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♣r❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❧❡❝t✉r❡✱ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✭cr✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣❧✉s
❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s ✭cnw✮✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ minbw✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡❝t✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s
❝❛s✱ ♦ù ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à minbw✱ ❝❡ ❝❛s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✉t♦r✐sé ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❡❣✐♥
act1 : rr := d1
act2 : latest := 1
act3 : reading := ∅
act4 : writing := ∅
act6 : buf := {0 7→ d1, 1 7→ d1}
act7 : cr := 0
act8 : cw := 0
act9 : cnr := 0
act10 : cnw := 0
❡♥❞
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s ❡t t♦✉s
❧❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ❞✉ré❡ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ③ér♦✳
➱✈è♥❡♠❡♥ts ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❛ ❞✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡
❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ r❡♣♦s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜♥ ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❛
r❛✐s♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s
❞❡ s❡♥s ❞✬❛rrêt❡r ❡t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡





grd1 : reading = ∅
grd2 : cnr 6= 0
t❤❡♥
act1 : reading := {latest}







grd1 : x ∈ reading
grd2 : cr 6= 0
t❤❡♥
act1 : reading := ∅
act2 : rr := buf(x)
act3 : cnr := 0
❡♥❞
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➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴read ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❣❛r❞❡ grd2 : cnr ≥ 1 ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❊t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣t❡✉rs ❞❡ ❞✉ré❡✱ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ act2 : cr := 0 ❝❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t reading 6= ∅ ❞❡✈✐❡♥t ✈r❛✐✳
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴read ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡s ❞✉ré❡s cr ❡t cnr✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❣❛r❞❡ grd2 :




grd1 : writing = ∅
grd2 : cnw ≥ minbw
t❤❡♥
act1 : writing := {1 − latest}








grd1 : d ∈ ❉❆❚❆
grd2 : x ∈ writing
grd3 : cw 6= 0
t❤❡♥
act1 : latest := x
act2 : writing := ∅
act3 : buf(x) := d
act4 : cnw := 0
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t begin❴write ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠✲
♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ minbw✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝
❧❛ ❣❛r❞❡ grd2 : cnw ≥ minbw✳ ❊t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣❛tr♦♥ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ act2 : cw := 0✳
➱✈è♥❡♠❡♥t end❴write ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣❛r❞❡ grd3 :








grd1 : reading 6= ∅ ⇒ cr ≤ minbw − 2
grd2 : ncr ∈ N ∧ ncnr ∈ N ∧ ncw ∈ N ∧ ncnw ∈ N
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grd3 : reading 6= ∅ ⇒ ncr = cr + 1 ∧ ncnr = cnr
grd4 : reading = ∅ ⇒ ncr = cr ∧ ncnr = cnr + 1
grd5 : writing 6= ∅ ⇒ ncw = cw + 1 ∧ ncnw = cnw
grd6 : writing = ∅ ⇒ ncw = cw ∧ ncnw = cnw + 1
t❤❡♥
act1 : cr := ncr
act2 : cnr := ncnr
act3 : cw := ncw
act4 : cnw := ncnw
❡♥❞
➱✈è♥❡♠❡♥t tic ❈♦♥❢♦r♠❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛tr♦♥✱ ♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❞✉ré❡s cr✱ cnr✱ cw ❡t cnw
♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡s ncr✱ ncnr✱ ncw ❡t ncnw q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ❞✉ré❡s✳ ❙✐ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞✉ré❡✱ q✉✐ s❡ rés✉♠❡ ✐❝✐ à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✱ ❡st ✈r❛✐❡
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡st ❧❛ ✈✐❡✐❧❧❡ ♣❧✉s ✶✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡❝✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❣❛r❞❡s ✿
grd2 : ncr ∈ N ∧ ncnr ∈ N ∧ ncw ∈ N ∧ ncnw ∈ N
grd3 : reading 6= ∅ ⇒ ncr = cr + 1 ∧ ncnr = cnr
grd4 : reading = ∅ ⇒ ncr = cr ∧ ncnr = cnr + 1
grd5 : writing 6= ∅ ⇒ ncw = cw + 1 ∧ ncnw = cnw
grd6 : writing = ∅ ⇒ ncw = cw ∧ ncnw = cnw + 1
❏✉sq✉✬✐❝✐ t♦✉t ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ♣❛tr♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❣❛r❞❡ grd1 :
reading 6= ∅ ⇒ cr ≤ minbw − 2 ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❆✉ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❞✉ré❡ ❡st ❞❡ minbw − 1 ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tic✱ ❡❧❧❡
❡st ❞❡ minbw− 2✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛rrêt❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❡t ♦ù ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
à ❧✐r❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❡rr♦♥é✳
❆❝t✐♦♥ ▲❡s ❛❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡♥t q✉✬à s✉❜st✐t✉❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❛
❣❛r❞❡ ❛✈❡❝ ✿ act1 : cr := ncr✱ act2 : cnr := ncnr✱ act3 : cw := ncw ❡t act4 : cnw := ncnw✳
◆♦♥✲❜❧♦❝❛❣❡ ❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ♥♦♥✲
❜❧♦❝❛❣❡✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥ ét❛t ♥♦♥ ❞és✐ré ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♥✬❡st
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❣❛r❞❡s ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
ét✉❞✐és✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ✉♥ s②stè♠❡ ré❛❝t✐❢ ♣❡r♣ét✉❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é ❧❡ t❤é♦rè♠❡
thm1✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❣❛r❞❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ✿
thm1 : (reading = ∅ ∧ cnr 6= 0) ∨
(reading 6= ∅ ∧ cr 6= 0) ∨
(writing = ∅ ∧ cnw ≥ minbw) ∨
(writing 6= ∅ ∧ cw 6= 0) ∨

∃ncr, ncnr, ncw, ncnw·
ncr ∈ N ∧ ncnr ∈ N ∧ ncw ∈ N ∧ ncnw ∈ N ∧
(reading 6= ∅ ⇒ cr ≤ minbw − 2) ∧
(reading 6= ∅ ⇒ ncr = cr + 1 ∧ ncnr = cnr) ∧
(reading = ∅ ⇒ ncr = cr ∧ ncnr = cnr + 1) ∧
(writing 6= ∅⇒ncw = cw+1∧ncnw = cnw)∧
(writing = ∅ ⇒ ncw = cw ∧ ncnw = cnw + 1)


■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t tic ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦♥✲
❜❧♦❝❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✉
s②stè♠❡✱ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐♥t❡r❞✐r❡✳
❊♥✜♥ ♥♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧✐✜é ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ t②♣❡ ∃x·x ∈ S ❡♥ S 6= ∅✳
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✹✳✼ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥
❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ été ❝♦♥ç✉ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘♦❞✐♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s
♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♦♥t été ❞é❝❤❛r❣é❡s✳ ❘♦❞✐♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡✉r ❇✹❋r❡❡ ❞❡ ❈❧❡❛r❙②✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ♠♦❞è❧❡s ✿
▼♦❞è❧❡ ❚♦t❛❧❡s ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡s ▼❛♥✉❡❧❧❡s ◆♦♥ ❞é❝❤❛r❣é❡s
♠✵ ✸✹ ✷✺ ✾ ✵
♠✶ ✶✷ ✶✷ ✵ ✵
♠✷ ✹✷ ✸✾ ✸ ✵
♠✸ ✸✸ ✷✽ ✺ ✵
♠✹ ✸✸ ✸✵ ✸ ✵
✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ♣❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡
✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥ ❬✾❪✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❝❝ès
❝♦♥❝✉r❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✓é❝r✐✈❛✐♥✔ ✈❡rs ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✓❧❡❝t❡✉r✔✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ét✉❞✐é❡
✐❝✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❜✉✛❡r à ❞❡✉① ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲✬é❝r✐✈❛✐♥ ✈❛ é❝r✐r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❛ ❧✐r❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ♠♦❞✐✜é✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱
✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s q✉❡ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡✱ s✐♥♦♥ ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦❝❡ss✉s ❛❝❝è❞❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡①♣ér✐♠❡♥té✱ ❛✈❡❝
s✉❝❝❡s✱ ❝❡ ♣❛tr♦♥ ❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥✲
♥é❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❡t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣é♥ér✐q✉❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❧✐✈r❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛❣❡♥❞❛ ❡t ✉♥ ♣❛tr♦♥ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ é✈è♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ ♣❛tr♦♥ ❣èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s
❞✐t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✉q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢✉t✉r❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❈❡s t❡♠♣s s♦♥t ❛❥♦✉tés ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛♥❞ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ♣ré❞✐r❡✱
✐❧s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st
✐♥s♣✐ré ♣❛r ❬✼❪ ❡t ❬✺❪✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♣❛tr♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡♥ r❛✣♥❛♥t
❧❡s é✈è♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛tr♦♥ ✈❡rs ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛♣♣❡❧❧é ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❝♦♥♥❛✐tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✈r❛✐ ♦✉ ❧❛ ❞✉ré❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛ été ✈r❛✐✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❬✶❪ ❡t ❬✹❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧✬❛❣❡♥❞❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣❛tr♦♥ ❞❡
r❛✣♥❡♠❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r✳
▲❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣♦✉rs✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♠❡♥é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
❋✐r❡❲✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬é❧❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❋✐r❡❲✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛s②♥✲
❝❤r♦♥❡✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛s ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇ ❡st ❜✐❡♥ ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ♥♦tr❡
♣❛tr♦♥✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s♦♥t
❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❢♦r♠❛❧✐sés ❡t s♦♥t ♣r♦✉✈és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❇✹❋r❡❡ ❡t ❈❧✐❝❦✬♥✬Pr♦✈❡✳
❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛tr♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ s✉r❡té ❞❡ s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ré❛❧✐sé ❡t ♣r♦✉✈é ❛✈❡❝
❘♦❞✐♥ ❡t ❇✹❋r❡❡✳
❉❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ♥♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ à ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❞❛ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛
♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s②stè♠❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✳
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❬✻❪ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❈❛♥s❡❧❧✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ▼ér②✱ ❛♥❞ ❏♦r✐s ❘❡❤♠✳ ❚✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❡✈❡♥t ❇
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